TEMA 14

1. PROYECCIONES

tp

: Dado un punto P, exterior a la rec-
: ta r, 1lamamos proyeccion de P sobre la
L p recta r al pie P' de la perpendicular —
j r trazada a r desde P .,

La proyeccién de un segmento AB sobre la recta r es el segmento A'B'
proyecciones de los puntos extremos A y B sobre r.

A la vista de la figura, es facil -

darse cuenta que la proyeccion de un seg

R mento sobre una recta es siempre menor o
igual a dicho segmento,

Fisicamente podemos imaginar la pro
yeccion como la sombra que proyecta un -
i cuerpo cuando es iluminado desde arriba
K ko por un foco que emite rayos de luz para-
A 8 r lelos entre si y perpendiculares a r.

2. TEOREMA DEL CATETO, DE LA ALTURA Y DE PITAGORAS

a) Teorema del cateto.

51 tomamos un triangulo rectangulo
y lo apoyamos sobre su hipotenusa, como
se indica en la figura, observaremos —-
que las proyecciones de los catetos c y
b. son los segmentos m y n, respectiva-

C mente.

Estudiemos las relaciones existentes entre estos segmentos y la hipo
tenusa.

En primer lugar, comparemos el tridngulo pequefic de la izquierda, el
ABD, con el triangulo grande, ABC.

Los tridngulos ABD y ABC son semejantes por:

- ser recténgulos. ﬁ= ﬁ

- tener un angulo comidn, 51‘3. R A

- tener un tercer angulo igual, & = C, por tener los lados perpendi-

culares entre si.
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En definitiva, ambos tridngulos tienen los angulos homélogos iguales

. luego son semejantes.

51 son semejantes, podemos escribir la relacidn de proporcionalidad
entre los lados homélogos.

hipotenusa del triangulo grande _  cateto pequefio del triangulo grande
hipotenusa del triangulo pequefioc ~ “cateto pequenc del triangulo pequeno
SRY s
¢ m

Y quitando denominadores,

c’ = a.m (1)

Comparemos ahora, el tridngule pequefio de la derecha, el ACD, con el
tridngulo grande ABC.

Los triangulos ACD y ABC son semejantes por:

- o~
- ser rectangulos €= A

P
- tener un angulo comiin, el C.
i :
- tener un tercer angulo igual, €;= B, por tener los lados perpendi-
culares entre si.

Como los dos trifngulos tienen los dngulos homélogos iguales, son se
mejantes,

5i son semejantes, escribamos la relacién de proporcionalidad entre
sus lados homdlogos.

hipotenusa del tridngulo grande _ _cateto grande del triangulo grande

hipotenusa del triangulo pequeno cateto grande del tiiangulo pequenio
Bl
E TR

Quitando denominadores, queda.

b* = a.n (2)

Las ecuaciones (1) y (2) son las expresiones matemiticas del teore—
ma del cateto, que puede enunciarse como: "En todo triangulo rectdngulo, el ——
cuadrado de un cateto es igual a la hipotenusa por la proyeccidn de ese cateto
sobre ella".

Ejemplo 1: En un tridngulo recténgulo la hipotenusa mide 13 m y la proyeccién
de un cateto sobre ella, 5 m, Hallar el valor de dicho cateto.
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Aplicando el teorema del cateto.

Sustituyo los datos del problema.
¢ = 13.5
c' = 65
V65 = 8,06 m

Escribamos de nuevo las expresiones (1} y (2)

c

Extrayendo la raiz cuadrada.

-+ =\[%— (3)

Expresion gue relaciona los dos catetos de un tridngulo rectéingulo y

sus respectivas proyecciones sobre la hipotenusa.

b} Teorema de la altura.

Vamos a estudiar ahora la relacién
existente entre la altura h, sobre la -

hipotenusa y los segmentos m y n.

Comparemos los dos triangulos pe——
quefios, el ABD y el ACD,

E1 tridngulo ABD es semejante al -

C ACD porque.

- ambos son rectangules en 0.

Y por tener los lados perpendiculares entre si.
o

mn mn n 1 ] 1 1]

A
o

O oo

Los dos tridngulos tienen los tres angulos homdlogos iguales, por ——

tanto, son semejantes,

51 son semejantes podemos escribir la relacion de proporcionalidad -
entre los lados homélogos.
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cateto grande del tridnqulo de la izquierda _ cateto pequefo del tridngulo de la izqda.

cateto grande del triangulo de la derecha =~  cateto pequefo del triangulo de Ta dcha.

A I
n h

(Juitando denominadores, nos queda.

h® = m.n (4)

Expresibon matematica del teorema de la altura, gue puede enunciarse
como: "En todo tridngulo rectdngulo, la altura correspondiente a la hipotenusa
es igual al producto de los dos segmentos en gque dicha altura divide a Ta hipo
tenusa',

Ejemplo 2: Hallar la altura sobre la hipotenusa en un triangulo rectangulo si
los segmentos en que ésta es dividida por la altura valen, 4 y 36 -
cm respectivamente.

Utilizo la expresidn (%)
h* = m.n
Sustituyendo los datos del problema, tenemos.
h* = 4,36
h* = 144

h =\148 = 12 cm

Vamos a escribir ahora, las ecuaciones (1) y {2) y las vamos a multi

]

plicar entre s7, miembro a miembro.

c’.b® =a’.m.n
Como, segin el teorema de la altura, h® = m.n. Sustituyendo arriba.
c¢’.b® = a’.h*

Extrayendo la raiz cuadrada en ambos lados, gueda finalmente.

c.b = a.h (5)

"E1 producto de los dos catetos es igual al producto de la hipotenu-

sa por la altura correspondiente’.

La expresién (5) sblo es cierta cuando a, b y ¢, forman un tridngu-

lo rectangulo.
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t) Teorema de Pitigoras.

Tomemos ahora, las expresiones (1)
y (2) del teorema del cateto.
c’ o= a.m
b* = a.n

sumemos miembro a miembro estas --
dos igualdades,

= a.m+ a.n

Cambiemos el orden.

a.m + a.n=h" + ¢’
Tomemos la hipotenusa a, como factor comiin.
a.im+n) =b" +¢°

Como m + n = a, sustituyendo arriba.

a.a=b" +¢

a’ =b" +c’ (6)

La expresion anterior constituye la expresidn matemitica del teorema
de Pitagoras, que puede enunciarse como: "En todo tridngulo rectdngulo, el cua

drado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos".

De (6) podemos despejar el valor de la hipotenusa.

a =\Jb* + ¢’ (7
0., los catetos.

c =\la® - b’ (8)

b =\fa® - ¢’ (9)

Ejemplo 3: Hallar la hipotenusa de un tridngulo rectingulo si los catetos mi——
den 6 y 8 metros.

Utilizando (/) y sustituyendo los datos del problema.

a=\Vb* +c* =\/6" + 8" =\/36 + 64 =\/100 = 10 m

E1 teoremas de Pitdgoras es quiza el mas usado en geometria elemen—
tal. Su antiguedad se remonta a las antiguas culturas egipcias quienes utiliza
ban triangulaciones en angulo recto, para volver a situar los limites de sus -

tierras, cuando las inundaciones periddicas del Nilo deshacian las marcas.
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A Pitagoras, sabio griego que vivid hace unos 2,500 afios, se le atri

buye la demostracidn general de esta curiosa propiedad.

Sin embargo, €1 no utilizé métodos algebraicos, sino un método grafi
co consistente en comprobar que el drea del cuadrado construido sobre 1a hipo-
tenusa es igual a la -
suma de las areas de -
los cuadrados construj
dos sobre los catetos.
Esto es:

Existen muchas formas de demostrarlo. Una de las mas elegantes se de
be a un tal Henry Perigal, astrénomo inglés del siglo pasado.

Por el centro del -
cuadrado construido so-
bre el cateto mayor, se
trazan paralelas a los
lados del cuadrado cons

truido sobre la hipote-
nusa. Se forman 4 trape
cios gue junto con el -
cuadrado construido so-

bre el cateto menor, en

cajan perfectamente en
el cuadrado costruido -

sobre la hipotenusa, Es

3 £y decir:

A s, 14243+4+5 = 1'+2"'43"'+4" 45"
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EJERCICIOS DEL_TEMA 14

En un triadngulo rectidngulo la hipotenusa vale 125 m y un cateto 35 m. -
Hallar la proyeccion de dicho cateto sobre ella.

Las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa estén en la relacién
1:4, 57 un cateto mide 3 m. ({Cuénto vale el otro?.

E1 producto de los dos catetos de un tridngulo rectingulo vale 16.800.
51 la hipotenusa vale 250 m. éiCuanto mide la altura?.

Hallar 10 valores enteros distintos para la hipotenusa y los dos cate—-
tos, tal que formen triangulos rectingulos.

5i en un triangulo rectdngulo se duplica la longitud de los catetos. iEn
que medida se ve afectada la hipotenusa?.

Las proyecciones sobre la hipotenusa de los catetos vale; 5,88 m y 69,12
metros. Hallar dichos catetos.

La altura sobre la hipotenusa vale 14,4 m y un cateto 18 m. Hallar el o
tro cateto y la hipotenusa.

51 la hipotenusa vale 25 m y un cateto 7 m. iCuadnto vale el otro cate——
tot.

Calcular Ta hipotenusa de un tridngulo rectingulo de catetos: 20 m y —=
99 m.

Calcular el perimetro de un tridngulo recténgulo si sus catetos miden —
19 m y 180 m.

Los dos catetos de un trifngulo recténgulo estan en la relacifn 1:3. Si
la altura sobre la hipotenusa es de 4 m. Hallar dicha hipotenusa,

Sobre un segmento BC y a 7,84 m de B, levantamos una perpendicular DA -
de 26,88 m de longitud. Al unir el punto A con el B yel C, se nos for-
ma el tridngulo rectangulo ABC. Hallar los catetos y la hipotenusa de -
dicho triangulo.

Un cateto mide 24 m y su proyeccidn sobre la hipotenusa 23,04 m. Hallar
el otro cateto, la hipotenusa y la altura sobre ella.

Hallar el perimetro de un tridngulo recténgulo isésceles si la hipotenu
sa vale 7VZ metros,

Justificar por qué no pueden existir tridngulos equiliteros rectangulos.

En un tridngulo rectangulo isésceles, un cateto mide 2/7 metros. iCudn—
to vale el perimetro de dicho tridngulo?.

Las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa valen; 9,8 y 115,2
m. Hallar los dos catetos y la altura sobre la hipotenusa.

El producto de los dos catetos de un tridngulo rectingulo vale 108 ¥y la
suma 21. Averiquar la hipotenusa de dicho triangulo.
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